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Machinova formula i izracˇunavanje broja π
Jens Carstensen, Alija Muminagic´
Godine 1706. matematicˇar John Machin izracˇunao je broj π na 100 decimala
koristec´i jednu, malo neobicˇnu formulu
π
4
= 4 arc tg
1
5
− arc tg 1
239
. (1)
Dat c´emo tri dokaza ove formule i pokazati kako se njenom primjenom izracˇunava broj
π .
Dokaz 1 (trigonometrijski). Stavimo x = arc tg
1
5
, tj. tg x =
1
5









4 tg x− 4 tg3 x




Adicijska formula za tangens daje
tg(4x− y) = tg 4x− tg y
1 + tg 4x tg y
= 1.
Dakle, 4x− y = π
4
tj. 4 · arc tg 1
5














Dokaz 2 (planimetrijski). Promatrajmo dva
kvadrata ABCD i BEFG s duljinama stranica
p i q , kao na slici 1, tako da je trokut
JBH jednakokracˇan i pravokutan, pri cˇemu














− arc tg p− q
p + q
.










Da bismo dokazali formulu (1) moramo







Promotrimo sada na slici 2 kruzˇnicu k sa sredisˇtem u tocˇki O i dijametrom AE .
Neka je B tocˇka na kruzˇnici k takva da je <)BAE = 2x . Simetrala kuta <)BAE sijecˇe
duzˇinu BE u tocˇki C . Projekcije tocˇaka B i C na dijametar AE oznacˇimo s F i D
i neka produzˇetak duzˇine BF , preko tocˇke F sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇki G . Tada je
<)EOG = 4x (<)EOG = 2<)BAE , kao sredisˇnji i obodni kut).










U trokutu ABC je tg x =
|BC|
|AB| , a
u trokutu OFG je tg 4x =
|FG|
|OF| , pa
je x = arc tg
|BC|






|OF| = 4 arc tg
|BC|
|AB| . (2)
Neka je sada |FG| = |BF| = 120 i
|OF| = 119. Iz pravokutnog trokuta




|FG|2 + |OF|2 = 169,
pa je |AE| = 2 · 169 = 338. Osim toga je |EF| = |OE| − |OF| = |OG| − |OF| =
169− 119 = 50 i |BE| =√|BF|2 + |EF|2 = √1202 + 502 = 130.
Iz sukladnih trokuta ABC i ADC slijedi |AD| = |BA| = √|AE|2 − |BE|2 =√
3382 − 1302 = 312 i konacˇno
|FD| = |AD| − |AO| − |OF| = 312− 169− 119 = 24.























iz (2) konacˇno dobivamo arc tg
120
119




Dokaz 3 (pomoc´u kompleksnih brojeva). Promatrajmo kompleksne brojeve z = 5− i







z4w = (5− i)4(1 + i) = 4(239− i),
odakle dobivamo
arg(z4w) = 4 arg z + argw = arg(239− i),
tj.
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Sada c´emo josˇ pokazati Machinov postupak odre -divanja broja π .
Za kompleksan broj x , |x| < 1, imamo
1 + x + x2 + . . . + xn =
xn+1 − 1
x− 1 .
Kada n tezˇi u beskonacˇnost dobivamo
1 + x + x2 + . . . + xn + . . . =
1
1− x .
Supstitucija x = −t2 daje
1− t2 + t4 − t6 + . . . = 1
1 + t2
.
















x5 − . . . .
Iz formule (1) imamo:
π = 16 arc tg
1
5
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.
Uzmemo li prvih 6 cˇlanova iz prvog i zatim iz drugog reda, dobivamo π ≈ 3.14159266.
Prvih 7 decimala je tocˇno.
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